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Resumo

Estudamos uma classe de autdmatos celulares probabilisticos com interacao ndo local.
Cada componente pode assumir estado zero ou um e possui dois vizinhos. Se seus vizinhos
tém igual estado, entdo a componente assume o mesmo estado de seus vizinhos. Quando os
seus vizinhos tem estados distintos, temos: se o vizinho da direita esta no estado um, entao
a componente assume o estado um com probabilidade « ou o estado zero com probabilidade
1 — «a; se o vizinho da direita estd no estado zero, entdo a componente assume o estado um
com probabilidade 3 ou o estado zero com probabilidade 1 — 3. Consideramos um conjunto
de medidas iniciais do nosso processo. Para estas medidas, provamos que o processo sempre
converge fracamente para a medida concentrada na configuragdo cujo todas as componentes tem
estado zero. Mostramos que o tempo médio desta convergéncia apresenta um tipo de transicao
de fase. Numa direcdo, se a > 1 — [3, entdo este tempo médio € infinito; na outra direcdo, se
a < 1 — e adistancia entre os vizinhos € de uma unidade, entao este tempo médio € finito.
Neste caso, obtemos um limite superior para o tempo médio de convergéncia, o qual € uma
func¢do linear da medida inicial. Por meio dos nossos resultados, foi possivel estabelecer novas
caracteristicas em alguns processos conhecidos na literatura. Também apresentamos algumas
andlises numéricas do nosso processo.

Palavras-chaves: Automatos celulares probabilisticos. Interacdo ndo local. Tempo médio de
convergéncia.



Abstract

We studied a class of probabilistic cellular automata with non-local interaction. Each
component can assume state zero or one and it has two neighbors. If its neighbors are in equal
state, then the component assume equal state of its neighbors. When its neighbors are in different
states, then: if the right neighbor is in state one, then the component assume state one with
probability « or state zero with probability 1 — «; if the right neighbor is in state zero, then
the component assume state one with probability 3 or state zero with probability 1 — 3. Let
us consider a set of initial measures to our process. For these measures, we prove that the
process always converges weakly to the measure concentrated in the configuration whose all
the components are in state zero. We show that the mean time of convergence exhibit a kind
of phase transition. At one hand, if « > 1 — (3, the mean time is infinity; on the other hand,
if « < 1 — (8 and the distance between neighbors is one unit, then this mean time is finite. In
this case, we obtain an upper bound for the convergence time, which is a linear function of the
initial measure. Through our results, it was possible to establish new characteristics in some
well-known processes in the literature. Also, we presented some numerical analysis of our

process.

Key-words: Probabilistic cellular automata. Non-local interaction. Mean time of convergence.
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1 INTRODUCAO

Automatos celulares probabilisticos, ou ACP como denotaremos por simplicidade, sdo
bastante utilizados para modelagem de processos fisicos, quimicos e bioldgicos. ACP sao
sistemas dindmicos estocdsticos com tempo discreto. Geralmente, nestes sistemas, estudos
tedricos tem como foco a ergodicidade (TOOM, 1980), isto €, se hd uma medida invariante
e havendo tal medida se dada qualquer medida inicial o sistema convergira para esta. Ainda
nesta direcao, uma pergunta natural refere-se ao tempo médio necessario para o sistema atingir o
equilibrio. Geralmente neste tipo de andlise € considerado espaco finito, € sua motivagao vem de
resultados de simula¢do computacional.

Quando o processo € ndo ergddico, pode existir ou ndo uma medida invariante, contudo
mostrar sua existéncia ou nao é uma tarefa dificil (DEPOORTER; MAES, 2006). Alguns estudos
tedricos e computacionais, (SA; MAES, 1992), (TOOM, 1995b) e (TAGGI, 2015), descrevem o
tempo esperado para a convergéncia de alguns processos nao ergédicos em um espago finito.

Resultados matematicamente formais em ACP sdo poucos, principalmente quando é
retirada a hipétese da monotonicidade do processo. Em (RAMOS; LEITE, 2017) foi estudada
uma classe de ACP ndo monétona. Foi exibido o tempo médio de convergéncia, sendo con-
siderado o espaco infinito. Até entdo, ao menos pelo que sabemos, ndo eram conhecidos na
literatura estudos onde é estimado o tempo médio de convergéncia sob estas hipéteses. E comum
nos estudos tedricos e computacionais de ACP considerar a vizinhanga sendo os vizinhos mais
préximos. Contudo, no mundo fisico, algumas situagdes violam a suposicao de que a interagao
em determinados sistemas dindmicos € local. Suponha, por exemplo, a transmissao de sinal de
um neurdnio para outro no cérebro, o qual ocorre através de axonios e dendritos. A distancia
entre dois neurdnios ndo € relevante sobre a informacao de que eles estdo conectados. Em uma
outra situacdo, dois corretores em um mercado de acdes podem se comunicar via linha telefonica,
independente do quao longe ou perto os dois estejam. Esses dois cendrios apresentam situacdes
que enfatizam se h4 conexao entre dois objetos e ndo na distancia entre eles (LI, 1991) e (LI,
1992).

Em um estudo analitico desenvolvido em (TAGGI, 2015) é abordada uma classe de ACP,
os quais sao conhecidos como operadores de Percolacdo. Os resultados obtidos 14 foram desen-
volvidos com base na posicao dos vizinhos, ndo necessariamente os mais préoximos. Para cada
componente ha pelo menos dois vizinhos. Verificou-se o efeito da intera¢do dos vizinhos sobre a
probabilidade de transi¢do de fase destes processos, mostrando que mudanga na vizinhancga afeta
quantitativamente o valor critico da transi¢ao.

Este trabalho vem colaborar no preenchimento de uma lacuna que ha nos ACP com
interacdo ndo local, a qual visa fornecer melhor entendimento tedrico neste tipo de sistemas,
dando embasamento para o uso em modelagens.

Adotaremos uma classe de ACP com interacdo nao local, dois vizinhos e uma classe
de medidas iniciais. Mostraremos sob quais condi¢des o sistema convergira fracamente para
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uma medida concentrada na configuracdo com todas as componentes iguais a zero. Também,
verificaremos o tempo médio desta convergéncia. Mostraremos quando este tempo € infinito ou
quando € finito. Neste caso, obtivemos um limite superior para este tempo, o qual € uma fungdo
linear da medida inicial do processo. Também faremos alguns estudos numéricos.

Esta dissertacdo estd dividida em 6 capitulos, sendo o primeiro essa breve introducao.
No capitulo 2, apresentamos algumas defini¢des que servirdo como base no desenvolvimento
das provas dos nossos teoremas. No capitulo 3, sdo descritas as relacdes de ordem para medidas
e operadores. Elas serdo importantes na comparacao entre duas ou mais medidas ou operadores.
Também trazemos algumas aplicagdes. No capitulo 4, sdo feitas as demonstragcdes dos teoremas
de interesse. No capitulo 5, realizamos alguns estudos numéricos e apresentamos algumas
simulagdes. Por fim, no capitulo 6, trazemos algumas consideragdes finais e perspectivas para
futuras pesquisas.
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2 DEFINICOES E TEOREMAS

Os operadores aleatérios de nosso interesse sdo definidos no espago de configuragcdo
Q) = {0, 1}%, onde Z € o conjunto dos nimeros inteiros sendo 0 e 1 chamados de zero € um
respectivamente. Chamamos uma sequéncia bi-infinita de zeros e uns de configuracio.

Uma configuragdo x € €) € determinada pelas componentes x;, para qualquer ¢ perten-
cente a Z, tal que z; € {0, 1}. O espaco de configuragdo, 2, é o conjunto que contém todas as
configuracdes. Chamamos uma configuracdo x, todos zeros, quando todas as componentes sao
zeros e todos uns, quando todas as componentes sao uns.

Dizemos que duas configuragdes x e y estdo proximas uma da outra se o conjunto
{i € Z : x; # y;} é finito. Chamamos de ilha de uns uma configuracdo que é proxima da
configuracio fodos zeros e denotamos por A o conjunto de todas as ilhas de uns.

Se z € A, entdo existem posi¢des ¢ < j tais que x;41 = z;_1 = 1 e x; = 0 quando
k < iouj < k. Neste caso, dizemos que a ilha tem comprimento j — ¢ — 1, essa quantidade

serd denotada por comprimento(x).

As medidas normalizadas concentradas nas configuracdes fodos zeros € todos uns sao
denotadas por &, e J; respectivamente. Para uma configuracdo x, denotamos uma medida
normalizada concentrada em x por 9.

Definimos um cilindro em ) da forma usual e denotamos um cilindro fino qualquer
conjunto
{reQ:x; =a; paratodoi € I},

onde (a;)ss € {0, 1} e I é subconjunto finito de Z. Por simplicidade, denotaremos cilindro fino
por {x; = a;,i € I}. Um cilindro fino é chamado segmento cilindrico se os indices iy, . . ., iy
formam um segmento em Z. Seja M o conjunto das medidas normalizadas na o-dlgebra gerada
pelos cilindros em (). Isso significa que uma convergéncia em M implica em uma convergéncia
em todos os cilindros.

O conjunto das medidas normalizadas na o-dlgebra gerada pelo cilindro em A é denotado
por A. Chamamos qualquer y € A arquipélago de uns.

Um operador P é uma fungdo do conjunto M em M, isto é P : M — M. Dados um
operador P e uma medida inicial ;1 € M, a sequéncia aleatéria i, uP, P?, ... define nosso
processo aleatério. Dizemos que uma medida p € invariante para P se uP = p.

Para cada i € I < Z,] finito, chamamos V(i) < Z o conjunto de vizinhos de i.
Denotaremos V' (I) = U V(7).

iel

Definimos uma fungdo T, : 2 — Q da seguinte maneira
(2T,)k = xk—p, paratodo k € Z,

a qual induz deslocamento de medidas. Utilizaremos a mesma notagdo, T,, para indicar o
operador induzido pelo deslocamento de p unidades sobre medidas.
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Em nosso estudo, iremos considerar uma classe de automatos celulares probabilisticos
em Z, onde paracada k € Z,V (k) = {k + p, k + q}.

Um ACP, P, ¢ determinado pela probabilidade de transicdo (bx|ay x)) € [0, 1], de modo
que

H(bk\ampakW) S {O, 1} . Z H(bk\akﬂoamq) = 1.

bke{O,l}
Logo, 0(0laypaxq) + O(1|acsparsq) = 1.
Os valores de uP, para qualquer i € M nos cilindros é dado por
pP(y; = bi,ieI) = Z (s = ai,i € V(I)) He(bi‘ai+pai+q)> 2.1
aj, je V() i€l
para qualquer subconjunto finito / < Z e b; € {0,1},i € I.

Imaginemos uma vizinhanga com apenas duas componentes. Nesse caso, seja xj a
componente de nosso interesse € T4, Ti+q a vizinhanga de xy, com p, g € Z. A operagdo ocorre
conforme ilustracdo da figura 2.0.1.

. : N : .
Xk+p Xkdp+l - Xep ) oo Xktg—1 Xk+tgq

v Xktp ) XkAp+l oo X e Xkggo (Xktq ) oo

Figura 2.0.1 — llustragcdo de uma interacdo ndo-local, considerando p < q.

Para valores fixos de p e ¢ denotamos por F, ;) um operador, cujas probabilidades de
transicao sdo descritas por

Ak+p, S€  Qpyp = Aktq;
O(Narpitirr) = S @, se aps = 0eapy, = 1; 2.2)
57 S€  Ap4r = le Qpyrr = 0.

onde [ = min{p, ¢} e r = max{p, ¢}. Se p e ¢ sdo negativos, assumimos que ¢ < p. Se p ou q é
positivo, entdo p < ¢. Quando p = 0 e ¢ = 1, denotamos F, ;) por F.

A k-ésima componente da configuragdo resultante € consequéncia da operagdo com base
nas componentes T, € Ti4q seguindo (2.2). Na figura 2.0.2 ilustramos um fragmento da agado
de F(_; 4) sobre a medida J,, medida concentrada na configuracdo x, para algum x € 2. Isso
significa que a k-ésima componente da configuracdo resultante € igual a 1, pois os vizinhos de
Tk, neste caso, possuem valor igual a 1.
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0 (1) O 0 0 0
e

' ‘\ TN

I'\,_l_,. ) 0 0 0 0 \&l_/.

Xe—1 Xk Xkl Xk42 X3 Xgrd

Figura 2.0.2 — llustragdo do fragmento do processop = —1 e q = 4.

As medidas dy e d; sdo invariantes para F,,. Como consequéncia, para A € [0, 1],
= (1 — A)dp + Ad; também € invariante em nosso processo.

Dados p e ¢, definimos a varidvel aleatéria

T/SP&) =inf{t > 0: ,uF(pq (1) = 0}. (2.3)

Assumimos neste caso, que o infimo do conjunto vazio € co. Quando p = 0 e ¢ = 1, denotamos
T;Ep’q) por 7,. Note que a varidvel aleatéria em (2.3) indica o tempo de alcance a medida d.

Como A € contavel (ver lema 10), se i € A, entdo existem configuracdes zt 22,

pertencentes a A e respectivas medidas 9,1, 0,2, ... de modo que i € uma combinacio convexa
destas 9-medidas e denotamos gigante de ;. por

gigante(y) = max {comprlmento Z k; 5961} : (2.4)

0
onde k1, ko, . . . s20 valores reais positivos tais que Z k; = 1. Informalmente falando, gigante(y)

¢ o maior comprimento das ilhas cujas J- medldas da combinacao convexa de j estdo concen-

tradas. Caso ndo haja o maior comprimento , dizemos que gigante(;) = oo. No exemplo 1,
apresentamos uma situacio em que o gigante(u) € infinito.

Exemplo 1. Suponha que exista uma combinagcdo convexa de | tal que |1 = k10,1 + ko2 +
k30,3 + ..., onde comprimento(z') = 1, comprimento(z?) = 2, ..., comprimento(z") = n.
Dai, temos que gigante(j) = oo.

Denotamos por [ o valor esperado. Dados p e g, dizemos que o operador F, ;) é eroder
linear se para valores fixos de « e 3 existe um valor constante & tal que

E(rP9) = k(1 + gigante(y)),

m
para todo p € A cujo gigante(u) é finito.

O nome eroder aqui possui um significado diferente do usado por (TOOM, 1980),
(GALPERIN, 1976) e (PETRI, 1987). La esse nome foi usado para operadores deterministicos,
enquanto aqui pensamos no sentido de convergéncia em operadores deterministicos.
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Em nosso texto, a medida p sempre estard se referindo a um arquipélago de uns, a menos
que seja feita alguma referéncia contréria. Resultados andlogos aos dos teoremas 1 e 2 podem
ser obtidos considerando ilhas e arquipélagos de zeros.

Teorema 1. Para 0 < a < 1,0 < 8 < 1, temos

lim ,uF(tpvq) = dp.

t—00

Teorema 2. Sejam 0 < a < 1,0 < < 1.
(A.2) Se v = 1 — 3, entdo [E(rlgp’q)) = o0,
(B.2) Se a < 1 — 3, entdo F, 1.y é eroder linear.
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3 ORDEM E APLICACOES

3.1 Ordem

Como € comum, assumimos que 0 < 1. Apresentamos agora uma ordem parcial em
{0, 1}%. Dadas duas configuracdes z € y dizemos que x precede v, ou que y sucede x quando
r<youy > xparatodoi e Z.

Dizemos que um conjunto mensurdvel S < {0, 1} é superior se
(reSex<y) = yes.
De forma andloga, um conjunto S é inferior, se

(yeSex<y) = xeb.

Observe que em todo conjunto superior S, a configuracio todos uns pertence a S. Isto
porque qualquer que seja x € S e sendo y a configuragao fodos uns, temos que x < y, implicando
que y € S. Logo, S = {1} é um conjunto superior. Outro conjunto superior é S = Q7.

Introduzimos uma ordem parcial em M de modo que p precede v (ou v sucede p), se
p(S) < v(S) para todo supremo S (ou u(S) < v(.S) para todo infimo S, o que é equivalente).

A prova para os lemas 1, 2 e 3 podem ser encontradas em (TOOM; VASILYEV et al.,
1990) e (TOOM, 2001) nas péginas 28 e 81 respectivamente.

Lema 1. Sejam x,y duas configuracoes. Um operador P em {0, 1}* com probabilidade de

transi¢do 0(.|.) é mondtono se e somente se

T <y = e(l‘karpkarq) < e(l‘ykerykJrq) (3.1)

Lema 2. Se p e q sdao dados, entdo o operador F, ;) é mondtono.

Sejam P e Q dois operadores de M em M. Dizemos que o operador P precede o
operador Q, e denotamos por P < Q, se para todo 1 € M, entdo puP < uQ.

Lema 3. Dados dois operadores P e Q em {0, 1}* que possuem probabilidade de transigéo
0P(]) e 69(|) respectivamente. Entdo P < Q se e somente se

HP(]|xk+pxk+q) < 90<]’xk+pxk+q)

Lema 4. Sejam P e Q operadores em {0, 1}%. Se P < Q e pelo menos P ou Q é monétono,

entiio P' < Q' para qualquer valor natural t.

Prova. Suponha o caso em que apenas P é monétono. A prova segue pelo principio de inducéo.
Base de indugdo: P < Q é dado.
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Hipétese de indugdo: P < Q"'
Passo de inducdo: Pela hipétese de indugdo

pP Tt < uQY Ve M.
Como P é monétono e P < Q, segue para todo i € M
Pt < Q7P e QP < Q'

E por transitividade segue o resultado para este caso. O caso em que Q é monétono segue de
forma semelhante ao caso anterior.

3.2 Aplicagoes

3.2.1 Operador de Percolagdo

Consideramos o operador de percolagdo, P, ., com dois vizinhos. O operador P,
¢ uma superposicdo de dois operadores, sendo o primeiro deterministico, denotado por D, ;)
e o segundo aleatdrio, denotado por R;_,, nesta ordem, conforme (TOOM; VASILYEYV, et al.
1990), (TOOM, 2001) e (TOOM, 2013). Entdo P(,, = Ri_,D(, . Para z € € o operador
D(p,q transforma, inicialmente, qualquer configuragdo x em uma configuracdo zD,, cujo
k-ésimo componente € (zD, q))r = max{xj p, Tr+q} € em seguida, R;_, transforma 1 em 0
com probabilidade 1 — « independente do que acontece com as outras componentes. Uma vez
que definimos P, ;), definiremos sua probabilidade de transi¢do por

0, se agip = arip =0;
9(1 ‘ak_;,_pak_;'_q) - . (32)
«v, caso contrario.

e 0(0larsparry) = 1 — (1 paiiq)-

Para melhor entender o funcionamento de (3.2), considere o operador de percolacdo P 1)
e uma configurag¢do x, onde z3 assume estado 1, enquanto as demais componentes assumem
estado 0. A figura 3.2.1 ilustra um fragmento da configuracdo x e a acdo do operador de
percolac@o sobre d,, medida normalizada concentrada em x. Apds agdo de D g 1), na segunda
linha, as componentes x5 e x3 assumem estado 1. Depois ocorre a agdo de R;_,, o qual
transforma 1 em 0 na posi¢do 3, exemplificando o comportamento do operador de percolagao.
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X ... 00010 ...
Figura 3.2.1 — llustracdo de uma possivel acdo do Operador de Percolagdo.

Nossos teoremas 1 e 2, nos possibilitam mostrar

Proposicao 1. Dados p,q € Z,
(A.1) Se a > 0, entdo uP(tM) — &g quando t tende a infinito.

1
(B.1) Se o > > entdo P, 1.p) € eroder linear.

Antes de mostrar a proposi¢ao 1, veremos o lema 5.

Lema 5. Dados «, 3 tomamos F, 4 ., 0 operador F, 4 quando oo = . Entdo

t ¢
P(m) < F(p,qa)

para cada valor de t.

Prova. Segue do lema 2 que o operador F, ;) ¢ monétono, o que implica que F, ; o) também é
monotono. Utilizando o lema 1 e a defini¢do de operador de percolagdo em (3.2) obtemos que o

operador P, ;y ¢ monétono. Usando o lema 4, (2.2) e (3.2) conclui-se que P'ép’q) < Ffp’qﬂ).

Agora estamos prontos para provar a proposicao 1.

Prova da Proposicao 1. Provaremos primeiro o item (A.1). Tome « > 0. Pelo lema 5 temos

que pP, ) < 1F{, , o) Paratodo i € M. Pelo teorema 1, se i € A, entdo uFy, , ., — d quando

p?q?a
t — o0. Logo

. t . t
lm pPy, < Tim gF, o oy = o

Como &y < p, para qualquer medida y € M, entdo conclui-se a prova de (A.1).

Provaremos agora o item (B.1). Sabemos que ¢ — p = 1. Para u € A definimos as

varidveis aleatorias
a0~ inf{t > 0 pF oo (1) = 0} e 7, ™0 = inf{t > 0: uP, 4 (1) = 0}.

) 1 )
Pelo teorema 2, item (B.2), se o > 3 entdo existe uma constante k tal que

(7, ™) < k(1 + gigante(y))
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para todo i € A cujo gigante(y) € finito.

Fp.q,0)

P
t entdo 7, " < 7,

Observe que se pr,q) < F(p,q,a)

, implicando que

E(r, ") < k(1 + gigante(y)).

3.2.2 Processo de Stavskaya

O operador de percolagdo quando p = 0 e ¢ = 1 corresponde ao processo conhecido
por Processo de Stavkaya, como em (TOOM, 1968) e (STAVSKAYA; PIATETSKI-SHAPIRO,
1971), que € o andlogo discreto do processo de contato (LIGGETT, 1985). Denotamos esse
processo por S, logo S = P 1).

Sabemos que 6pS = dy. Em (TOOM, 1968) foi provado que existe 0.09 < a* < 0.323
tal que:
(1) Se a < a*, entdo uS'(1) — 0 quando t — oo qualquer que seja i € M;
(i3) Se a > a*, entdo §,S'(1) > 0 para qualquer ¢ > 0.

Isso quer dizer que o processo de Stavskaya mostra uma espécie de transi¢cao de fase. O
item (A.1) da proposi¢do 1 mostra que a transi¢ao de fase em S nao pode ser obtida para 1 € A.

3.2.3 Processo de Vasilyev’s

O operador de Vasilyiev, descrito por (TOOM, 2001) (ver pagina 48) € similar ao operador
de Stavskaya, mas é nao mon6tono, o que torna dificil o seu estudo tedrico. Denotaremos este
operador por V.

O operador V é descrito tomando-se p = 0 e ¢ = 1 e com probabilidade de transi¢ao
dada por:

0, se agp= ags1;
O(1|arars ;) = . (3.3)
«, caso contrario.

Nessas condig¢des 6oV = §;V = 9.

O operador V ndo é monétono. De fato, se assumirmos a monotonicidade de V estaremos
dizendo que, para qualquer medida ¢, temos

0 < 6 = 0,V < 6V = by,
implicando que 0,V = dy, 0 que ndo é sempre verdade, como pode ser visto no exemplo a seguir.

Exemplo 2. Se tomarmos 0, a medida concentrada na configuragdo onde xy, = 1 e x; = 0, para
i # k, entdo apds acdo de V, teremos 5, V(0) < 1 com probabilidade positiva.
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0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0

X e Xp—3 X2 Xp—1 Xk Xkl Xk+2 Xk+3
Figura 3.2.2 — [lustragcdo de uma possivel agdo do Operador de Vasilyev.

Uma ilustracdo do que foi descrito pode ser vista na figura 3.2.2.
Contudo, simula¢des computacionais sugerem que existe 0.1 < a* < 0.2 tal que se
o < a* entdo vV*(0) < 1 paratodo ¢t > 0, onde a distribuicio inicial v ¢ uma medida do produto

em que (1) = 7 Nao hd uma prova rigorosa desta transi¢cdo de fase.

Proposi¢do 2. (A.2) Existe 0.09 < a < 0.323 em que se a > o*, entdo uV*'(1) — 0 quando
t — oo para toda distribuicdo inicial i € M;
(B.2) Para todo o > 0, se ji € A, entdo uV"' — &, quando t tende a infinito;

(C.2) Se o > 1 entdo V é eroder linear.

Prova. A partir das expressdes (3.2), (3.3) e pelo lema 3, conclui-se que V < S. Sabemos ainda
que S é monétono. Segue do lema 4 que V' < S’ e conclui-se pelo lema 5 que

Vi< St < FEOM) (3.4)

Tomando a > «* temos que ,uSt — 0y quando t — o0, e usando (3.4) concluimos a

prova de (A.2). Usando agora a proposi¢io 1 e (3.4) concluimos a proposicao 2.
[ |

O item (A.2) mostra que o operador V é ergédico quando o > 0.323. Entdo para que V
seja ndo ergddica é necessdrio que o < 0.323. O item (B.2) mostra que néo é possivel provar a

ndo ergodicidade de V usando p € A como distribuicdo inicial.
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4 PROVAS DOS TEOREMAS

4.1 Propriedades de F,

Dizemos que uma configuragdo x é um (10, 7)-salto se houver uma posicdo i tal que
x; = 1 paratodo j < iex; = 0 paratodo j > i. Denotamos a medida concentrada no (10, 7)-
salto por S},. De maneira semelhante, dizemos que uma configuragdo = é um (01, ¢)-salto se
houver uma posigdo ¢ tal que z; = 0 para todo j < i e x; = 1 para todo j > i. Denotamos
a medida concentrada no (01, i)-salto por S};. Na figura 4.1.1 mostramos (10, —1)-salto e
(01, —1)-salto.

I 1 0 0 0 0 0 - (10,—1)-salto

0 0 1 0 1 1 o - x

o 0 1 1 1 1 1 - (01,~1)-salto

Figura 4.1.1 — llustragdo de um (10, —1)-salto e um (01, —1)-salto.

Iremos verificar algumas caracteristicas do operador F, ). Exibiremos uma outra
maneira de escrever este operador, a qual nos proporcionard provar nossos resultados.

Na figura 4.1.2, temos a esquerda, a a¢do do operador F, ;) para alguns valores de p e ¢
estabelecidos. A direita temos a a¢do da fung¢do T, composta com F ;).
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Y-1 Yo Y1 Y2 Y3 a B, O A e a0
-~ ey

X4 o X KXo X3 Xy, s el Xy g K. X Xy XA
F{_i.:’)} F['O.'sJT]

y-3 Y2 Y1 Yo ) V2

is ¥ P da N B e oo xly 2y oy X x X

g S N Eae W O ek a. Moy Wy mEY Uiy Xy G
F{_]_ _3} F(U _"!JT_|

¥3 Y2 ¥Y¥ Yo Y ¥ o i Ny BOSIELG B B R
X3 X2 X_1 Xo XI X2 .. o e U3 Bl S & B
R Fio,2)T—1

Figura 4.1.2 — Ilustragdo da agdo do operador T,

Estas ilustragdes clarificam que
Foa) = FoanTp 4.1)

Esse fato serd utilizado em alguns pontos do nosso texto. Uma consequéncia desta
igualdade € apresentada no lema 6.

Lema 6. Seja x € A, entdo para cada valort € N

Oq |:Ep,q)(l) - 5IF€0,q—p)(1>

Prova. Por (4.1), temos
593F(p7q) = 0q (F(qu—p)Tp) :



Note que T, ndo modifica a densidade de uns na medida. Logo,

0z (F(07q—p)TP) (1) = 5wF(07q—p)(1) and 5$F(p,q)<1) = 5wF(0,q—p)(1)-
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Agora, nés exibiremos um acoplamento entre dois processos gerados pelos operadores

F0,1) € F(0,4—p)» com p ou ¢ positivo e tendo a mesma condig¢do inicial. Este acoplamento estd

definido pelo pseudo-cédigo, Algoritmo 1, onde z(j,t) e y(j, t) significam componentes de duas

marginais no ponto j no tempo t. Este tipo de acoplamento é descrito com mais detalhe em

(TOOM, 1995a).

Algoritmo 1: ACOPLAMENTO ENTRE OS PROCESSOS GERADOS POR F (1) E F(g4—p)

CoOMqg—p>0

1 Facacont —0eq—p>0
2 fixeie ”Z

3 para cada j € 7 fazer

1 sej<:

=

2(3,0) < o
0 sej>z1

y(5,0) < z(5,0)

(9]

¢ fim
7 parat € N fazer
8 para j € 7 fazer
9 ‘ th ~ Z/{[(),]]
10 fim
11 para j € Z fazer
z(g,t—1
12 x(j,t) < Y )
0
f .
y(j,t—1)
1
13 y(j,t) < {0
1
0
\
14 fim
15 fim

sej #1
sej=ielU;>p3

sey(j,t—1)=y(j+q—pt—1)

G

sey(7,t—1

sey(j,t—1
(it =1
(

se y(7,t

sey(j,t—1)=1,y(j +q—

16 se x(i,t) = 0ey(i, t) =0 entdo cont < cont + 1

171—>1—1

=0,y +q—

)

) (
)=1y(j+q—
) (

pt—1)=1lelU; <a
_ t

pt—1)=1lelU; >«

pt—1)=0elU; <p

pt—1)=0eU; > f

)
)
)
)

Lema 7. Para qualqueri e 7 e ¢ — p > 0, temos
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S;O (0,g— p)( )<S;OFI(1)

Prova. Em nosso pseudo-c6digo, linhas 4 — 5, descrevemos a condi¢do inicial Si,. Das linhas
12 — 13, a ac@o do operador F e F (o 4, respectivamente. Vemos que P(y(j,t) < x(j,t)) = 1
paracadat € N.

Lema 8. Se 3 € (0, 1), entdo

Prova. No nosso pseudo-cédigo, linha 17, cont € uma varidvel aleatéria onde seu valor na
t-ésima iteracao € dado por

> i
N=1

onde Li*ﬁ , L;B , ... sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com
P(L; " =1)=1—pBeP(L; " = 0) = 8. Logo, usando a lei forte de Kolmogorov, (FELLER,
1968),

t
Li=F
1

P 1imN:T:1—5 =1.

t—00

4.2 Prova do Teorema 1

Lema9. Sejam 0 < a < 1,0 < § < 1 e 6, a medida normalizada concentrada em x € A\, entdo

hmd qu) do.

Prova. Usando o lema 6

5$F€p, ( ) 5 Fth p( )

Deste ponto consideramos ¢ — p > 0.

Pelo lema 7,
SioFtoq (1) < SioF'(1).

Do lema 8, para um dado 7 € Z,

lim S F' (1) =0 = lim SioFlog_p(1) = 0.
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Note que dado §,, existe ¢ € Z tal que 6, < Si.

Logo, pela monotonicidade do operador F(O,q_p), temos
. t
tligolo 51‘F(0,(]*P) (1 ) = O
o que implica dizer pelo lema 6 que
lim 6,F! (1) = 0.

i0500 (p,9)

O caso em que ¢ — p < 0 € andlogo.

Lema 10. O conjunto A é contdvel'.

Prova. Seja 2" € A onde comprimento(z™) = n. Note que, dado n temos um nimero

enumeravel de ilhas de comprimento n. Denotamos este conjunto por A”. Logo
o0
A= U A"
n=1

Assim, concluimos que A é enumeravel.

[ |
Prova do Teorema 1. Sejam z',... 2" ... ilhas de uns € 0,1,...,0,n,... suas respectivas
medidas normalizadas. Entdo
= 2 k.0,
ze{zl,...,.z",...}
o0
onde Z ki=1ek, >0paraze {x',... 2" ...}. Usando o lema 9, segue que
i=1
. t
tllgolo 5$F(p7q) = (50.
Pela linearidade de F, 4, em (2.1)
. t . t . t
lim Pl =Jim {20 ke |Flg = 20 RJmaF, = 3 kdo=d
ze{zl,...,.z",...} ze{zt,...,.z",...} ze{zt,...,.z",...}
[ |

O lema 11 € apresentado, pois uma consequéncia dele é que dada uma distribui¢do inicial

i . . . . .~ . . i 1 ~
81> para valores distintos de p e g, a distribuigdo limite de Sy, F(, ;) pode ndo ser a mesma. De
fato, se p e ¢ sdo negativos, a convergéncia é para d, e quando p e g sdo positivos, a convergéncia
¢ para ;. Outra informagao obtida neste caso é que a medida invariante ndo se comporta como

um atrator global, s6 local.
1

Dizemos que um conjunto X ¢é contével se ele € finito ou se existe uma bijecdo f : N — X.
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Lema 11. Para0 < a < 1e0 < 8 < 1 e cada posicdo j,
(1) Se p e q sdo positivos, entdo

tllrg Sé,F(’P,q) =d;e tll)rono Siy (’m) = dp.
(17) Se p e q sdo negativos, entdo

. it . T =
tll,ngé S,OF(p‘q) =0 e tlgg SO,F(p,q) = 0p.

Prova. Primeiro apresentamos a prova de (i). Note que para cadat > 0

élFEp,q)(l) = é] Ft(l) e‘Sli() t(p,q)(1> < iLOFt(l)
Entdo, basta mostrar que S, F' e Sj,F' convergem para §; e &, respectivamente, quando
t — 0.

Seja LY, Lg, ... uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas onde
P(LY =1)=aeP(Ly=0)=1—-a.
Utilizando a lei forte de Kolmogorov, (FELLER, 1968),

t
Ly
P | lim N=1t —al=1 (4.2)

t—00

t

De maneira informal, observe que pela definicdo de F, a varidvel aleatéria Z LY
. N=1
descreve o nimero de novos uns em S}, F'. Logo, (4.2) implica que a quantidade de uns vai para

infinito quase certamente e isso acontece unicamente quando Si,F' tende para §; quando ¢ — .
t

2 .z Z 1— .
De forma andloga, a varidvel aleatéria Z Ly # descreve o nimero de zeros que aparece em
. N=1
i,F'. O nimero de zeros tende para infinito quase certamente. Isto conclui a prova do item (i).

A prova do item (ii) segue de forma andloga a prova do item (7). Basta observar que

paracadat > 0

fo zp,q)(l) = ;OFE-I,O)(l)eS(i)l t(p,q)(l) < 51FE-1,0)(1>-

4.3 O Processo de Nascimento e Morte, X

Sejam X = {X;}{%, um processo de nascimento e morte, Xy = n e parat =0
P(Xt+1 = O’Xt = O) = ].
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Sejaa >0

r

af, se b=a+1;
(1 —a)(1-7), se b=a—1;
l—af—-(1-a)(1-08), se b=aq;

P(Xt+1 = b‘Xt = Cl) = X

0, caso contrario.

\

O diagrama na figura 4.3.1 ilustra as possiveis transi¢des do processo X . Consideramos

u=afew=(1—a)(l-7).

l—u—w l—u—w l—u—w l—u—w

I

a I /‘\ s /\

L) \ 4 u 13 L) u u
I/U'\\I ‘/’l‘\f T u/ \/ -~ »/ 2 \( / \
N S AN /\ /m - \ / . \ /

w W v w

Figura 4.3.1 — Diagrama do Processo de Nascimento e Morte.

Imaginando o espago geométrico descrito pelos parametros « e 3, um quadrado unitdrio,
nds descrevemos 0 que ocorre ao nosso processo quando os pardmetros estdo na borda do
quadrado unitédrio. Note que:

e Sea=0e0<pf<loupf=0e0 < a<1,entio dado X, = a, para todo ¢ > 0,
P(X,>¢€) - 0set — oo

e Sea=1le0<f<louf=1e0<a<l,entioexiste ¢ > 0 tal que P(X; > ¢ X,) >
05

e Sea=0ef=1ouf=0ea=1,entdo X; = X, paratodot > 0.

Como consequéncia dessas observagdes, de agora em diante, somente necessitamos
estudar os casos em que («, 3) € (0, 1)?, no interior desse quadrado unitério.

Utilizamos a notagdo h; para denotar a probabilidade de absor¢cdo do nosso processo no
estado 0, dado que ele iniciou no estado i. Agora, observe que hy = 1. A relacdo fundamental
entre os h’s é a que segue (ver (NORRIS, 1997)):

'Lbh7;+1 — (w + U)hz + U)hi,1 = 0, parai =1 (43)
ondeu =afew=(1—a)(l—/p).Para0 <a<1le0 < [ < 1definimos

N = 4.4)

u

Lema 12. (a) Se a < 1 — f3, entdo h; = 1 para todo i;
(b) Se o > 1 — 3, entdo h; = ~' para todo 1.
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Prova. A expressdo (4.3) pode ser resolvida utilizando o lema 16, no apéndice A, considerando
u=afew=(1-a)(l—p). Asolu¢ao obtida é dada por

A+ By, se a#l-3,
h; = 4.5)
A+iB, se a=1-0.

onde A e B sdo constantes, B = 1 — A, e v € definido como em (4.4). Veremos o fato que
ho = 1,0 < h; < 1. De fato, vejamos a prova para o item (a).

Primeiro considere o < 1 — /3. Entao

oz<1—566<1—04:>045<(1_a)(1_5):>1<(1—Ck)(1—5):7

af

Logo, A — 0 quando i — o0 e como h; € [0, 1], voltando a (4.5) devemos ter B = 0, fazendo

com que A = 1 e portanto h; = 1.

Considere agora = 1 — 3. Entdo devemos ter que B = 0, pois caso B # (0 temos
h; — oo, contrariando a definicdo de h;. Assim, A = 1 e consequentemente h; = 1. Portanto o
item (a) estd provado.

Vejamos agora a prova para o item (b). Tomando « > 1 — 3. Entdo a solugdo para h; é

hi=A+ By = hi=A+(1-AnY =9"+A(1-4").
A solugdo de h; é minimal quando A = 0. Portanto, h; = 7'.
|

Definimos o tempo de alcance para o estado zero, dado que iniciamos 0 processo no
estado 7, por
H;=inf{t >0: X, =0e X, = i},

onde o infimo do conjunto vazio € co. Também definimos o tempo esperado até que o processo
X atinja o estado zero, sabendo que ele iniciou no estado i, por E(H;).

Lema 13. Sejam < 1 e v como definido em (4.4).

(a) Se v < 1 — 3, entdo

1 y~2 .
E + m, se 1= 1,
P EEETY se 1 .
Y u(l =Y

(b) Se v = 1 — j3, entdo E(H;) = o0, para todo i > 1.
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Prova. Primeiro observe que nosso processo € um processo de nascimento e morte em que
u=af=uew=(1—a)(l—p)=uw;,parat=0,1,2,.... Usando o lema 17, no apéndice
B, temos

E(H;) = 1 Lo i (4.6)
E(Hy) + Z [(ZJ) uwl ] , ose i>1
k=1 i=k+1

Suponha que o« < 1 — 3, entdo

f<l—a = af<(l-—a)(l-p) = 1<’y=%.

Nessas condigdes, se ¢ = 1, entdo
1 1 & jun\k
E(H) = — + - <f) .
( 1) w UZ w

0
Note que a série 2 (—) converge, pois <
w
k=2
menor que 1. Dai

_ (Z)k L v
B =3+ 1_(Z>k Cw w197

k=1 —k+1
1°C w\Fk u'
= E(H) + - [() l] )
€ como Z (—) é uma progressdo geométrica com |u/w| < 1, temos que
i=k+1 B w k u k+1
o G) G
E(H;) = E(Hy) + —~ L :
u - 1- 2
w

o[ )

1
o oy |
L w

—E(H) + i(z ) (&)
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Com isso concluimos a prova do item (a).

Para mostrar o item (b), observe que,

l-f<ael—a<f = (1-a)(l-p)<af = %=7<1.

Resolvendo E(H;), em (4.6), temos que E(H;) = oo, o que implica E(H;) = o para
todo i e, portanto, concluimos o item (b).

4.4 O Processo X e o Operador F

Dado x € A, nés denotamos i,,;,, 0 minimo das posi¢des ¢ tal que x; = 1. Denotamos
Imaz» O Maximo das posi¢des ¢ tal que z; = 1. Definimos:
17 sel = imax; 17 S€ lin < 1 < 2.max;

(z); = e (T); =
0, caso contrério. 0, caso contrario.

Noteque z, 7€ Aex < x < 7.

Iremos considerar uma ilha de uns quando = = 7. Neste caso, existem posicoes ¢ < j tal
que ry = lsei < k < j e xy = 0nos outros casos. Nos definimos comprimento(z) = j—i—1.
Sen = 1, entdo z = x = T. Agora, nossa tarefa € associar nosso operador F atuando em §,, com
0 processo X.

Dada uma ilha de uns, z, em que + = 7 e sua medida normalizada concentrada em
x, 0, existem posi¢des iy < jo, tais que x;, = xj, = 0 e x; = 1 somente se iy < kK < jo.
Assumindo X = jy — ip — 1, note que Xy = comprimento(x), isto é, o nimero consecutivo
de uns entre as posicdes iy e jo. Observe que 0, F' representa a ¢-ésima medida obtida da ilha de

uns para cada valor ¢. Note que ¢, pode ser descrita como a transi¢do das varidveis aleatérias
(i-1, Je—1) = (i, Ji)-
As varidveis aleatorias i, e j; sdo definidas por (ver figura 4.4.1):
. . . 0, se  Ji-1 = lt—1 + 1
P(is = i1 — 1, s = jia) =

6(1/01)0(1|10), outros casos.
0, se  Ji-1 = lt—1 + 1
6(1/01)0(0[10), outros casos.

) ) {

) ) ) . L, s€  Ji—1 = 1—1 +1;
[P(’Lt =U-1,Jt = ]tfl) = {
) ) {

[P(Zt = Z't—l - 17jt = jt—l -1

6(0/01)0(1|10), outros casos.

o o 0, s€  ji_1 = i1 + 1;
IP(Zt =0t 1,Jt = Jt-1— 1
6(0/01)6(0|10), outros casos.
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onde 0(.|.) é a probabilidade de transi¢cdo do nosso processo (2.2).

Definindo agora X; = j; — ¢y — 1, observe que a varidvel aleatéria X; representa o

comprimento da ilha x no instante ¢.

¢ 1 0L 90 8. 529
¢ 1 1 0 0 9. X;=2
@ % 0 b Dol B9
0 I 10 8. HeD
0 0 1 1 0... Xp=2
oo o 0 0o

X X B3 X4 N Xg

Figura 4.4.1 — llustracdo de um fragmento do nosso processo, o qual ocorre com probabilidade
positiva. Do lado direito sdo descritos os valores correspondentes de X,

A figura 4.4.1 mostra uma ilustragdo em que a configuragao inicial € uma ilha de uns, =z,
onde x = T, comprimento(z) = 2, iyin = 4 € imar = 5. Além disso, ig = 3 e jo = 6;4; = 2
ej1 =01y =1ejo =513 =1ej3 =4;14 = 1e j, = 4. No lado direito sdo dispostos os
valores que o processo X assume.

Note que 7; e j; descrevem a probabilidade de que o comprimento da ilha de uns aumente
em uma unidade, diminua em uma unidade ou continue o0 mesmo. Assim, concluimos que:

P(Xi=a+1|Xy1 =a) =Pliy = ir1 — 1, je = ji1);
[P(Xt =a— 1|Xt71 = a) = ”D(it =0_1,Jt = Jt—1 — 1)3
P(X: = a|Xio1 = a) = P(iy = ie—1, Jr = Je—1) + P(is = 4e—1 — 1, jr = jr_1 — 1).

Onde a = j;_1; —1;_1 — 1. Finalizamos a tarefa de associar nosso processo atuando em = com X.

4.5 Prova do item (A.2) do Teorema 2

Se 1 € uma medida concentrada em x € A, denotamos T};’m por 779, Por simplicidade,

quando p = 0 e ¢ = 1, denotaremos 7% por 7.

Lema 14. Seja v € A tal que v = z. Se o > 1 — B, entdo E(7P9) = oo

Prova. Usaremos o fato que
0cF(pg) = 0z (F(Oﬁq—p)Tp) :

Consideremos ¢ — p > 0. O caso em que ¢ — p < 0 € andlogo.



33

Note que
Oz (F(O,qu)Tp> (1) = 5:6F(0,qu)(1)-

Considere o processo X (nascimento e morte) que definimos na se¢do (4.3).

E ficil ver que existe uma correspondéncia entre a agiio do operador F(0,q—p) agindo em
0, e o processo X onde X, neste caso, indica a quantidade de uns existentes no tempo ¢, dado
que X, = 1. Logo,

E(r»?) = E (r*P)) = E(H,).

Segue do lema 13, que E (7{?) = 0.

Seja y € A. Logo

0

i=1

Tomemos 2, 22, . . .. Logo, denotamos

0
1=t

Claro que p € A. Além disso, vemos que

Oy < 0y, Vi=1,2,....

Logo, k;0,i < k;d,:. Daf

o0 0
o= kidz' < kb = pu.
=1 i=1

Prova do item (A.2) do Teorema 2. Pela monotonicidade de F,, € suficiente mostrar que
E(rp) = oo

Pela definicao

73D = inf{t > 0: 6,F, (1) = 0,2Ff, (1) = ... = 0} = inf{t > 0: 6,.F,, (1) = 0} = 7.

A peniltima igualdade € valida, pois para todo i, j € Z, existe k € Z, tal que

2t =29T, = 0, =07,
& = Uk fi /Ty,

Usando o lema 14 temos que | (7}3’1”(1)) = E(H;) = . Logo, E (179)) = o
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4.6 Prova do item (B.2) do Teorema 2

Lema 15. Seja v como definido em (4.4). Dados « e (3, existem constantes k, e ko tais que
pe(0,1), sea <1— [, entdo

ki + koy < E(1) < k1 + (comprimento(x) — 1)kq para todo x € A.

Prova. Segue do lema 13 que

1 N2 .
(1*5)(1*@) +Oéﬁ(1*/y—1)’ para n = [
E(H,) =
L (n—1)y~"
(=B (i—a) apl_1y P >l
Assim,
E(H) = ky + vka e E(H,,) = k1 + (n— 1)ky “

onde by = (1 = B)(1—a)) ek =71 (af(l —97h).
Agora vamos considerar x uma ilha de uns, e como consequéncia x e T sao ilhas com
mesmo comprimento. Usando que

E(r.) < E(7:) < E(mz), E(7,) = E(Hy), o comprimento(Z) = ne que E(7z) = E(H,),

a qual é dada em (4.7).
[ |

No teorema 2, item (B.2), iremos provar para o caso em que x4 é uma combinagao
convexa finita de 6-medidas. O caso em que ; € uma combinag@o convexa contavel € analogo.

Prova do item (53.2) do Teorema 2. Se 1 é um arquipélago de uns, entdo

N
=1
N
onde Z ki = 1;ky, ..., ky sdo positivos e o', ..., 2" sdo ilhas de uns. Pelo teorema 1 e a
=1
defini¢do de u, temos
7, = inf{t > 0: uF'(1)} = inf{t > 0: (5uF")(1) = ... = (§uF'(1) = 0}.

logo
E(7,) < max{E(r.):i=1,...,N}.
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Usando o lema 15 e a defini¢do de eroder linear, dados « e [, tais que o < 1 — 3, para

t=1,..., N, temos

E(7,i) < k1 + ko(comprimento(z') — 1) < ky + kycomprimento(z*) < k(comprimento(z*) + 1),
onde k = max{k, ko}. Dessa forma, para essa constante k

max{E(7,:),i = 1,..., N} < k(1+ max{comprimento(z’) :i = 1,..., N}) = k(1+gigante(u)).

Assim, o item (B.2), do teorema 2 estd provado.
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5 ESTUDO NUMERICO

5.1 Aproximagdao de Campo Médio

Uma das ferramentas largamente utilizadas no estudo de processos estocdsticos € 0 uso
de aproximacio de campo médio, ACM por simplicidade. ACM visa oferecer uma representagao
deterministica para a evoluc¢ao da densidade de cada tipo de estado, em nosso caso zero ou um.

Em nosso estudo, ao estimar a densidade de zeros e uns na evolucdo temporal do processo,
a ACM pode dar indicios da convergéncia do nosso processo, sendo adotada uma medida inicial
L.

Como em (RAMOS; LEITE, 2017), o operador de campo médio sera definido como o
operador C : M — M. Dada uma medida v € M, a medida »C € uma medida produto com a
mesma densidade de zeros e uns que v possui. Podemos utilizar o operador de campo médio
para aproximar o processo vP* definido no espago de configuracio Q7 pelo processo vCP que é
definido no mesmo espago. Esse novo processo nos dd uma aproximag¢do do comportamento do
processo original e € mais vidvel para analise, tendo em vista que nos concentramos em estudar

a evolugdo das densidades de zeros e uns.

Iremos mostrar que nosso processo tem ACM dada por
2
2 = (a+ B)al+ (1—a—p)(z) (5.1

onde x} é a densidade de uns no tempo ¢.
Provando a aproximacao (5.1):

Em (DEUTSCH; DORMANN, 2007) é apresentada uma expressao geral para a ACM, a
qual nds escrevemos por:

n Q-1
t+1
T = 2 0(bjlas, ..., a,) H Z da; my 1 (k), (5.2)
(a1,...,an)EQ™ i=1 =0
onde (ay,...,a,) éavizinhanca da componente de interesse, |€2| € o nimero de estados possiveis

€ 04,5, € 1, s€ a; = by, e 0 caso contrdrio.

Para o operador F, , temos uma vizinhan¢a composta por dois elementos e dois estados
possiveis para cada uma destas componentes, entdo tomando b; = j, para j = 0, 1, a expressdo
(5.2) pode ser simplificada para
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2 1
t+1 t
A= ) OGlena) [ ) du ]

(al,ag)E{O,l}2 1=11=0
= 9(1 |00> [50 0)66 + 50 1Xt [50,0)66 + (50 1Xt]
+91‘10 510x0+511x 500x6+501x

]
] ]
] 1
]

)| il
+ 0(1]01)[do.0xp + 00,11 ][01.0%) + 011X
)[61, 1% ][01,10 + 61,11 ]
1100) ()2 + e(lylo)x X+ B(101)E ! + O(1]11),
)

1/00)xg + O(1|11)x) + [0(1]01) + 6(1]10)]xgx],
e usando as probabilidades de transi¢iio do operador F(, ;) em (2.2), temos
gttt = (m’i)Q [1—a— 8]+ [a+ Blepl. (5.3)

Usando 2z, = 1 — z, reescrevemos (5.3) como

2 = (a4 Bt + (1—a— ) () (5.4)
m

Dados (o, 8) € (0,1)2, note que se ¥ € {0, 1} temos z! = 2%, Vt € N, 0 que concorda
com o processo original. Consideramos os casos em que z! € (0, 1). Note que

ot =2l = 2! = {0,1}.

2 ~ ~ 2 e ~
Como z{™ = 2} é uma equagdo do segundo grau em relago a (x%)” e suas raizes sdo
0 e 1, hd apenas duas possibilidades: (A) z{™' > 2! e (B) /"' < 2%. Provamos sob quais
condigdes (A) e (B) sdo satisfeitas.

(A) t+1 > 951
Observe que se 7! > 2!, entdo
2 2
@+ Bt + (1—a=8) (@) > 2t — (1—a—B) (&)’ — (1 —a— Bt >0,
a qual assume valores positivos em (0, 1) quando (1 — a — ) < 0, implicando que o > 1 — 5.
(B) i < 2%, 0 que implica
2 2
(a+pB)i+(l—a—-p)(2}) <zi = Q1-—a-0)(z})) —(1—a—-p)2} <0
que assume valores negativos em (0, 1) quando (1 — o — 3) > 0, implicando que o < 1 — f3.

(A) e (B) juntas implicam que se o > 1 — f3, entdo para qualquer 2 € (0, 1) teremos
que lim 2} = 1esea < 1— f3entdo para qualquer 29 € (0, 1) teremos que lim i =0.
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Qualitativamente, a ACM concorda com nossos resultados sob a existéncia de uma tipo
de transi¢do de fase; diverge ao afirmar que se > 1 — 3, V z9 € (0, 1), ento tlim i =1.0
—00
que ndo € verdade ao vermos nosso teorema 1.

Esta aproximacao nao considera as posi¢des dos vizinhos, o que certamente melhoraria
sua estimacao.

5.2 Visualizagdo Computacional do Processo F<p,q)

Para ilustrar o nosso processo, nds fizemos a simula¢do computacional do nosso processo
em dois casos: No primeiro caso, assumimos p = 1 e ¢ = 3 (figuras (A) a (J)) e um sistema

contendo 100 componentes, |C| = 100, sendo que apenas a componente de posi¢do 99 estd
no estado 1. No segundo caso, assumimos p = —1 e ¢ = 1 (Figuras (K) a (T)) e um sistema
contendo 200 componentes, |C'| = 200, sendo que apenas a componente de posi¢ao 100 estd no
estado 1. Em ambos os casos, fixamos «, § € {1, 0.8, 0.5, 0.3, } e o tempo ¢ variando de 0 &
50. Ap6s obtidos os dados, geramos os graficos contendo as sequéncias de zeros e uns obtidas
em cada passo de tempo. Usamos a linguagem C para a simula¢do. Componentes no estado um
estdo representadas pela cor preta. Componentes no estado zero estio representadas pela cor

branca.



Circular, [CI=100

A a=13=1

Circular, [CI=100

B)a=08,6=1

Circular, [CI=100

O a=05p=1

Circular, [CI=100

D)a=03,=1

Circular, [CI=100

B)a=1,8=08

Circular, [CI=100

F)a=1,=05

Circular, [CI=100

G)a=1,=03

Circular, [CI=100

H)a =08,3=08
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Circular, [CI=100

Ma=05753=05

Circular, [CI=100

PNa=03,=03

Circular, [CI=200

Kya=13=1

Circular, [CI=200

L)a=08,8=1

Circular, [CI=200

M)a=0573=1

Ll
Circular, [CI=200

(N)a =0.3,8=1

1l
Circular, [CI=200

O)a=1,8=08

Circular, [CI=200

P)a=1,8=05
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Circular, [C|=200

(S)a = 05,8 =0.5

LY
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(T a=03,3=03
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertacdo estudamos uma classe de autdmatos celulares probabilisticos unidi-
mensional com interacao nao local, isto €, a evolugcdo do processo € feita com base na interacdo
entre as particulas, ndo necessariamente as mais proximas. Para cada componente em uma
configuracdo, associamos uma vizinhanga que € composta por duas componentes.

Para qualquer medida inicial que consideramos, provamos que o0 processo sempre con-
verge fracamente para a medida concentrada na configuracdo em que todas a componentes estao
no estado zero. Mostramos que o tempo médio dessa convergéncia apresenta um tipo de transi¢ao
de fase: por um lado, se &« > 1 — 3, entdo esse tempo médio € infinito, quaisquer que sejam os
vizinhos, por outro lado, quando o < 1 — (3 e a distancia entre os vizinhos é de uma unidade,
entdo o tempo médio € finito. Neste caso, obtivemos um limite superior para o tempo médio
de convergéncia, o qual € uma func¢do linear da medida inicial. Por fim, realizamos algumas
andlises numéricas do nosso processo.

Os resultados apresentados nesta dissertacao foram obtidos com base na interagdo nao
local com dois vizinhos. Um questionamento natural se refere a interacdo ndo local com pelo
menos trés vizinhos.

Observando as simulagdes computacionais que desenvolvemos, come¢amos a nos questi-
onar sobre a existéncia de uma outra medida invariante em nosso processo, a qual ndo seria uma
combinag¢do convexa das medidas concentradas nas configuragdes onde todas as componentes
tem o mesmo estado.

O processo estudado aqui € unidimensional, isto €, as componentes tem suas posi¢des
nos inteiros. Supondo que as componentes tenham suas posi¢des em Z2, entdo o sistema ¢é
bidimensional. De maneira mais geral, podemos pensar em processos com intera¢cdao ndo local
com dimensao d.

Por fim, vislumbramos a possibilidade de obter aproximagdes de campo médio que
considerem a posi¢do dos vizinhos.
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APENDICE A - UMA RELACAO DE RECORRENCIA

Lema 16. Sejam u, w positivos e u + w < 1. A solugdo geral para a relagdo
Uhi-H — (U + U))hz + whi_l =0

¢ dada por
W\
—), se u#Fw,

A+B<u

A+1B, se U= w.

)

Prova. Dada a relagdo uh;, 1 — (u + w)h; + wh;_; = 0, tome uma solugdo do tipo h; = \'. Em
particular, para: = 1,

why — (u + w)hy + why =0 = uX\? — (u + w)\ +w = 0.

Entdo as solugdes possiveis para A sdo as raizes do polindmio acima e sdo dadas por:

M=led =2
u

Note que h; = X!+ )} também € solugdo. De modo mais geral temos que i; = AN, + B\,
¢ solugdo, onde A e B sdo valores reais fixos.

Se \y # Ao, isto é, u # w, entdo hg = A + B. Mas, hy = 1, o que implica que
A+ B=1.

Se A\; = A\g # 0, isto é, u = w, entdo h,, = (A + nB)\} é outra solugao.

Uma solugdo geral para h; € dada por

AXN)+ BXs, se u#w,
(A+iB)X\,, se u=w.

hi =

que pode ser simplificada por

A+B<E)Z, se u#w,

U
A+1B, se u=w.

)
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APENDICE B - PROCESSO DE NASCIMENTO E MORTE

Seja {Y;};2, assumindo valores em {0,1,...}, com Yy = neparat > 0ea > 0 as
probabilidades de transicdo sao dadas por

u;, se b=a+1;
(TUR se b=a—1;
P(Yier = b]Y; = a) = 1

1l—u;, —w;, se b=a;

0, caso contrario.

\

Utilizaremos, por conveng¢do, wy = 0, pois nesse caso nao existe nenhum estado anterior ao
estado 0. Dizemos que Y € um processo de nascimento e morte. A matriz de transi¢ido desse
processo é dada por

].—Uo Uo 0 0
w1 1—U1—U)1 Ul 0
Wo 1—u2—w2 U9 0
P:
ws 1—U3—U)3 Us 0
0 Wy 1 —us—ws uy

B.1 - Tempo esperado até a extingao

Considere um processo de nascimento e morte de tal modo que o estado 0 seja absorvente.

O lema 17 é provado em (ANDERSON, 2013). N6s descrevemos sua prova para deixar
nossa dissertacdo mais independente.

Lema 17. Sejam {Y;}2, um processo de nascimento e morte e k; o tempo esperado até que o

processo atinja o estado 0, dado que ele foi iniciado no estado i. Entdo
(1 N Ul U

oUL .+ . Up—1 .
— + Z o se 1=1;
w1 1.--

2 w Wm

i— m
ky + E ! m Z ! 1 , se 1# 1.
L me1 Ul ... U i w1 ...W;

Prova. Segue da defini¢do de £, que kp = O e param > 1

—

km = um(l + km-&-l) + wk(l + km—l) + (1 — Uy — wm)kma
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e reorganizando,
m 1
km+1 = km + wf <km - kmfl - ) .

m m

1
k2=k’1+w1(k1—)a
(51 w1

Observe que, para m = 2,

Para m = 1 obtemos

pois kg = 0.

1
@=@+M@—h—>

U2 W

1 1
=@+wﬂh+m<h—>—h—]
(5 w1 W9

= ky +

SIS

w 1 wyw 1 U
=k1+1(k1—>+ 12<k:1—— 1).
Uq w1 U1 U2 w1 wrWs
Podemos fazer essa andlise para m = 3. Entao,

1
@:@+%<@—@—).
us W3

Como ja conhecemos k3, podemos reescrever k, em termos de k. Para isso, note que
ws 1 ws w1 W2 1 U1 1
— k3 —hko—— | = — |k + ky — — — —ky — —
us ws Uus U1U w1 w1 W2 ws

ws | wiws I 1 Uy 1
= — 1 — — — — — .
us U1U9 w1 w1 W2 W3

Logo,
w 1 wyw 1 U w3 | wyw 1 u 1
(75} w1 U1U w1 w1 W2 Uus U1U2 w1 w1W2 W3

A escrita dos quatro primeiros termos em funcao de %, surge na busca por um padrao,

que de fato acontece se observarmos o termo geral

o w 1 u

1. 1...-Uj—1

km:k1+27m kl———zil ,comn > 1, (1)
el Ut ... Um w1 i Wy ...W;

onde o segundo somatério assume valor zero se ¢ < 2.

Diante de uma expressao geral para k,,, nosso interesse se restringe agora em determinar
k, e solucionaremos o problema. Para isso faremos uma modificagdo no modelo proposto e
supomos que, no estado zero, o novo modelo possui 1y = 1. Isso nos permite pensar em uma
distribui¢do limitante que ajude a encontrar k.
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Seja Tj o primeiro tempo de retorno ao estado zero, para a nova cadeia, e observe que
E(Ty) = k1 + 1. A distribui¢@o limitante 7 = (7o, 71, . . .) permite que encontremos E(77) como
1/, onde 7 € a distribuicdo limitante da cadeia modificada.

Se a cadeia original € nula recorrente, entdo a cadeia modificada também serd, de modo
que nesse caso, k; = o0 e como consequéncia , k,,, = oo para todom > 1.

Observando o caso em que a cadeia € recorrente positiva, temos a relacdo para 7 dada

por
B 1
o= Oy Ul u ‘
1+ oUL - - - Um—1
mZ—l w1 ...Wg
Pela relacao
T = [E(To) — 1

encontramos uma solugdo para k; em termos de 77y como sendo

~ 1
o Z Uz . . . Um—1
m=1 w1 Wm
1 = U1U u 1
m—
=—+
w1 me2 w1 W
e substituindo na equagdo para k,,, temos
S w w U U
1---Wm 1 i—1
kn = ki + ) 2
Sy | A w;
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