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Sumario: O indice de Maslov é um numero inteiro que assoasaa certas curvas
continuas no grupo simplético. Entdo, antes de &decessario conhecer bem o grupo
simplético, simbolizado por Sp(2n), que € o gruponfido pelas matrizes 2n x 2n que
preservam a forma simplética. Portanto o nossadestomeca na construcdo da forma
simplética e com o estudo algébrico do grupo sitigaéDepois seguimos para um estudo
topologico do Sp(2n). Logo apds definiremos o iedie Maslov para o caso n=1.
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INTRODUCAO
Todo o nosso trabalho serd feito sobre um espegoialereal V de dimensao finita. Em
Algebra linear vemos que um produto interno \énisto &, uma forma bilinear simétrica
ndo-degenerada positiva definida, nos da um nogdonarma, angulo e portanto
ortogonalidade. Neste caso o conceito de ortogdemddi € um conceito simétrico, isto €, se
um vetoru é ortogonal a um veto;, entdo vale que é ortogonal al. A forma simplética
surge quando nos fazemos a seguinte pergunta: gquanth forma bilinear, nao
necessariamente nao-degenerada e simétrica, nagnd&onceito de ortogonalidade
simétrica. E como resposta encontramos a geonwtogonal, quando € simétrica, e a
geometria simplética, quando é antissimétrica.

Os casos de interesse € quando a forma simpléticdaoé&legenerada. Portanto, se é
entendido por uma forma simplética num especo wmttdf uma forma bilinear
antissimétrica ndo-degenerada.

MATERIAIS E METODOS
Foi feita leituras da bibliografia recomendada®g@bfessor, acompanhado de encontros
semanais com o orientador onde foram debatidasiestdgs provenientes dessas leituras.
A bibliografia foi obtida em banco de dados narmd¢ e em livros da biblioteca do
CCEN. Os registros em relatorios dos resultadagiadbs estdo sendo condensados nesse
relatorio final.

RESULTADOS E DISCUSSAO
Uma forma bilineab emV é uma fun¢éo cujo dominio é o cartesiano de dopiag dev,
étal que assume valores reais e que € linear emoaddenada. Intuitivamente podemos
entendeb(u,u) algo sobre a norma do vetoe b(u,v) algo sobre o angulo entugs. Assim
dizemos qud induz uma estrutura métrica d&mDizemos também queé b-ortogonal av
guandob(u,v)=0. Note que seu é b-ortogonal av ndo necessariamente também teremos
que Vv é b-ortogonal au. Entdo, quando é que uma forma bilinear nos unt@mae
ortogonalidade simétrica? A resposta € quandoraddnilinear é simétricab(u,v)=b(v,u))
ou antissimétricab(u,v)=-b(v,u)). Aqui uma forma bilinear é dita degenerada gqoand
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existe um vetow emYV tal queb(v,w)=0, para todor em V. Assim para nés uma forma
simplética é uma forma bilinear ndo-degeneradasintétrica.

Um operador lineail emV é uma funcdo cujo dominio e contra dominio é a@sp
vetorial V e tal queT(u+av)=T(u)+aT(v), ondea € um numero real e v sdo vetores d¢.
Estamos interessado nos operadores que preservamdada forma simplética, ditos
transformacdes simpléticas ou simplectomorfism@seEsonjunto tem uma estrutura de
grupo, € chamado de grupo simplético e denotad&p(in), onde 2n é a dimenséo de V.
Além disse, o Sp(2n) é gerado pelas transveccOemmeétricamente falando, as
transveccgdes sdo operadores que movem cada vedtorggode uma mesma reta. Uma vez
fixado uma base de Darboux pat@odemos considerat=R*" e o Sp(2n) corresponde ao
subgrupo das matrizés2n x 2n tais quA’JA=J, ondeJ=[a;] com g 2n.+1 igual a 1 sd
esta entre 1 B, igual a -1 s¢ esta entre+1 e 21 e zero nos demais indices.

Subespagos Lagrangeanos sao subespacos de dimeneé@@ restricdo da forma
simplética, a esse subespaco, é degenerada. Antaraisigna Lagrangeana € o conjunto
formado por todos os subespacos lagrangean¥.dateressados na acao do grupo
simplético sobre as triplas de subespacos Lagrangeabservamos as obstru¢cdes quanto
a transitividade da acdo. Essas obstru¢cbes sdmangbes das interseccdes e o invariante
de Leray. Este ultimo € a classe de isometriasdespaco vetorial munido de uma forma
bilinear simétrica ndo-degenerada associado a it de subespagos lagrangeanos de
V.

Dados dois espacos topolégicé® Y, definimos uma homotopia entre duas fundgdeg
deX emY, quando existeyma funcéo continuel do espaco topoldgick x | a valores em

Y tal queH(x,0)=f(x) e H(x,1)=g(x), aquil é o intervalo fechado [0,1]. Podemos pensar a
homotopia como uma deformacédo continua entre duag®és. Assim, duas funcbes sdo
homotodpicas quando existe uma homotopia entre é&s. nos da uma relacdo de
equivaléncia. Quand#=l e consideramos apenas homotopias de extremo$ixaure
caminhos fechados com relacdo a um unico pontaldixasto €,H(0,5)=H(1,t)=x, para
todos,teml, as classes de equivaléncia formam um grupo qualéecido como o0 grupo
fundamental der denotado popi(Y,%). O grupo fundamental de Spj2é isomorfo ao
grupo aditivo dos nimeros inteiros.

Olhando para a decomposi¢cdo polar e escolhendanptis convenientes, temos que
Sp(2) € homeomorfo ao produto topoldgico do comjults nimeros complexos de norma
1 com o interior do disco unitario. Isto €, Sp(2}oéneomorfo ao interior do toro.

Apéds algumas contas concluimos que existe uma duogdtinuar com dominio Sp(2) e
gue toma valores no conjunto dos numeros compléeaorma 1 e € tal que:

i. € invariante por conjugacao simpléticas;

ii. € homotdpico ao mapd que associa cada simplectomorfismo ao angulo de
rotacdo do operador ortogonal de sua decompopaag

iii. r(R(q))=U(R(9))=q, seR(q) & ag-rotacao;

iv. r(A)=t1, seA tem autovalor real;

v. r(A")=r(A)", para todoA em Sp(2) e para todo numero intgiro
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Esta funcao € conhecida como funcéo rotacao sqfg).S

Considere o conjunto Sp(2)* formados pelas simplactfismoA de Sp(2) tais qudef(l

— A#0. O indice de Maslov estd definido apenas paranter® que comecam com a
matriz | e que terminam em algum elemento de Sp(2)*. Cop{@)S homeomorfo ao
interior do toro, podemos pensar que o indice dsldWaconta o nimeros de meias-voltas
gue o caminha da no toro. A definicdo desse irgliegta a partir da funcéo rotacao.

CONCLUSOES
Existe muito mais a ser estudado sobre o indiddaitov, mas mesmo vendo apenas um
caso particular ja é possivel entender a imporgatesde indice no estudo das solugdes de
sistemas Hamiltonianos em Sistemas Dinamicos.
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